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Resumen

En este trabajo se estudia una extensién del modelo de crecimiento de Mankiw-Romer-
Weil al apartarse del supuesto estandar de la tasa de crecimiento de la poblacién constante.
Mas concretamente, se asume que esta tasa es decreciente en el tiempo y se introduce una
ley general de crecimiento de la poblacién que verifica esta caracteristica. Con esta es-
pecificacion, el modelo puede ser representado por un sistema dindmico de dimension tres,
que admite una tnica soluciéon para cualquier condicién inicial. Se muestra que existe un
equilibrio no trivial inico que es un atractor global. Ademas, se caracteriza a la velocidad
de convergencia hacia el estado estacionario, mostrando que en este modelo la velocidad es
inferior a la del modelo original de Mankiw-Romer-Weil.

Palabras Claves: Modelo de crecimiento econémico de Mankiw-Romer-Weil; tasa de
crecimiento de la poblacion decreciente; velocidad de convergencia.
JEL clasificacion: C62; O41

1 Introducion

En el modelo desarrollado por Mankiw, Romer y Weil [30]-también conocido como el modelo
de Solow ampliado con capital humano, la fuerza de trabajo (asociado con el tamano de
la poblacién) crece a una tasa constante n > 0. Este supuesto, normalmente utilizado
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en los modelos de crecimiento cldsicos (Solow [34], Ramsey[33] - Cass[12] -Koopmans [29]
entre otros) implica que la poblacién crece de forma exponencial, es decir, si la poblacién
inicial es Py, la poblacién en el momento ¢ es P(t) = Pye™. Suponer que la poblacién crece
exponencialmente implica que no hay limite para el tamano de la poblacién (la poblacién
tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito). Este supuesto es claramente no es sostenible,
ni se ajusta a los datos empiricos de los ultimos cien anos [35].

El modelo exponencial se ajusta bien a la dindmica de la poblacién en los periodos
iniciales, pero es incapaz de reflejar la caida en la tasa de crecimiento debido a una tasa de
fertilidad inferior. Verhulst[36] muestra que debe haber un limite superior para el tamano
de una poblacion, llamada capacidad de carga del entorno, un nivel maximo de poblacion
que un ambiente puede soportar hasta que es incapaz de sostener y alimentar la actividad
humana.

Varios expertos (Daily[15], Brown[10]) afirman que la humanidad esté cerca de ese limite.
De acuerdo con los datos de Naciones Unidas [35] la tasa de crecimiento de la poblacién
se ha reducido en promedio en los tltimos cien anos y es cercana al 1%. Por otra parte
las proyecciones para los proximos anos es que esta tendencia continuara debido a menores
tasas de fertilidad. En resumen, los datos empiricos revelan dos hechos estilizados: i) la
poblacién no crece a un tasa constante, y ii) esta tasa disminuye y es cercana a cero.

Maynard [31] propone las siguientes propiedades que caracterizan a una ley de la
poblacién que verifica estos hechos estilizados:

1. La poblacién crece, pero se ve limitada por un tamano méximo, la capacidad de carga
del entorno P..: ‘
P(t)>0

lim P(t) = Py

t——+o0

2. la tasa de crecimiento de la poblacién disminuye a cero, es decir, n(t) = % disminuye
a cero:

n(t) <0,vty tliin n(t) =0
—+o0

La ecuacién logistica, la ecuacién Verhulst, la ecuacion de Richards y la ecuacién de Von
Bertalanffy son ejemplos de leyes de la poblaciéon normalmente utilizados por los demografos
y soci6logos que verifican estas propiedades[13].

En este trabajo se analiza el modelo de Mankiw-Romer-Weil modificando la hipétesis de
un crecimiento exponencial mediante la introduccion de una ley de la poblacién en general
que safisface las propiedades mencionadas anteriormente. La reformulacion de los modelos
clasicos de crecimiento ya ha sido estudiado para el modelo de Solow (usando la ley logistica
[14], [38], usando la ecuacién de Richards [6], la ecuacién de von Bertalanffy [8], poblacién



acotada [11], o una ley general de poblacién que verifica las propiedades antes mencionadas
9] ) y para el modelo de Ramsey (usando la ecuacién logistica [4], [16], [18], [21], [26], [27],
[1] o la ecuacién de von Bertalanffy law [3], [22], [23], [24], [25], o la ecuacién de Richards [2],
[17], o una ley general de poblacién [19], [20],[7] ). En este trabajo se generaliza el anélisis
de Guerrini[28], donde el autor modifica el modelo M-R-W mediante la introduccién de la
ley logistica de la poblacion.

El modelo propuesto por Mankiw, Romer y Weil en 1992 marca un hito en el resurgimiento
de los modelos neoclasicos de crecimiento en los anos 90 y su trabajo es una de las piezas
mas influyentes y ampliamente citado en la literatura empirica sobre el crecimiento. Al
considerar una definicion més amplia de capital, el modelo predice una menor tasa de con-
vergencial al equilibrio que la tasa del modelo de Solow. Esto implica que la velocidad
de convergencia es menor, y que el modelo de Mankiw-Romer-Weil ajusta se mejor a los
datos empiricos que el modelo original de Solow. Este resultado, junto con la aparicion
de modelos de crecimiento endégeno, promovio el desarrollo de una linea de investigacion
empirica que se centré en la convergencia y la dispersiéon (o—convergencia) del producto
per capita entre los paises, grupo de paises o regiones de un mismo pais. En todas estas
obras el modelo de Mankiw-Romer-Weil es un pilar fundamental. Teniendo en cuenta que
la introducciéon de una ley alternativa de crecimiento de la poblacién implica cambios en
la velocidad de convergencia al equilibrio, el presente estudio puede ser visto como una
contribucion a esta linea de investigacién empirica.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la seccion 2, se presenta el modelo.
Se muestra la existencia y unicidad del equilibrio no trivial y se analiza la estabilidad del
equilibrio, en la seccion 3 se presenta el modelo modificado. En la Seccién 4 se estudia la
velocidad de convergencia y la dinamica de transicién del modelo. Finalmente, en la seccién
5 presentan algunas conclusiones.

2 El Modelo

2.1 El Modelo original de Mankiw-Romer-Weil

Comenzamos introduciendo el modelo original Mankiw-Romer-Weil con ley de crecimiento
de la poblacién exponencial y el analisis de las principales propiedades dinamicas del modelo
(ver [30] por una descripcién mas detallada del modelo.)

Se considera una economia cerrada, con un unico sector productivo, que utiliza el cap-
ital fisico (K (t)), la fuerza de trabajo (L(t)) y capital humano (H(t), entendido como
capacidades, competencias y habilidades de los trabajadores individuales) como factores de
produccién (Y'(¢)). La economia estd dotada de una tecnologia definida por una funcién de

Lo B—convergencia, definida como el tiempo que demora una economia en alcanzar el equilibrio



produccién de Cobb-Douglas con rendimientos constantes a escala:
Y(t) = KA ()H ()L (1), o, B,a+ B € (0,1)

El cambio en el stock de capital fisico K es igual a la inversién bruta I, = s,Y (t) menos
la depreciacion del capital 6K :

K = s,Y (t) — 0K (t) (1)

El cambio en el stock de capital humano H es igual a la inversién bruta I, = s,Y (t)
menos la depreciacién del capital 6H :

H = s,Y(t) — 6H(t) 2)

El modelo asume que la poblacién crece a una tasa constante n > 0:

En terminos per capita la funciéon de produccién se puede expresar como:
V() EKe(H)L (@) (K®)\* (HEH\" _ t) (1)
L - L(®) “\zw) \1wy) ~7

Si definimos a K/L = k como el capital fisico por trabajador y a H/L = h como el
capital humano por trabajador. El producto per capita es:

y(t) =k (t)h7(t) (5)

Teniendo en cuenta que:

k=g TR A Al (6)
POE 1k K
FCLRD) kR " ™)
EosiY(t)—6K(1t) sk (ORP()L(1)
N o) ©

se tiene que, la tasa de crecimiento del capital fisico por trabajador es:

k )
ko (K(t)/L(1))
4

ko ospke(t hﬁt(t) 5 ©)



ko sek@(t)R(t)

Asi, la acumulaciéon de capital fisico por trabajador esta dada por:

o = sp kO ()RP(L) — (5 + n)k(t) (11)

Por un razonamiento similar, se llega a la ecuacion que describe la acumulacion de
capital humano per capita:

h = spk®(t)hP(t) — (6 4 n)h(t) (12)

A continuacién, el sistema dindmico de dimensién dos:

k= spk®(t)hP(t) — (6 +n)k(t) 13)
h = spk*(t)hP(t) — (6 + n)h(t)
describe la dindamica del modelo.
El equilibrio no trivial es el punto (k*, h*) es tal que:
51—/355 1—a—B
* k h
k* = [ 5+n } (14)
B = siio‘sz‘ 1—a—p
o [ 5+n ]

y el producto de equilibrio es:

B
1—a—p S 1—-a—p
g ST B — Sk h
v = E)) {(H—n} Lﬂ-n

Luego, los valores de equilibrio de largo plazo del capital (fisico y humano) y el producto,
dependen positivamente de las tasas de ahorro (s, s5) vy del grado de eficiencia de escala
de los factores reproducibles (a, ) y negativamente de la tasa de depreciacién (J) y del
crecimiento de la poblacién (n).

Con el fin de analizar la estabilidad del estado estacionario se considera la aproximacién
lineal de la funcién G : R? — R? dada por

G(k,h) = (skk™h” — (8 + n)k, spk*h” — (6 + n)h))

Que brinda la aproximacion de primer orden del modelo como:

(5) - cn
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La dindmica de la transicién al equilibrio (k*, h*) puede ser cuantificada a travez de la
linealizacién del sistema:

k - k—k\ k— k*
(h):G(k,h)ﬂc(h_h*)_Jg(h_h*)

donde Jg es la matrix jacobiana de GG evaluada en el equilibrio.
T ska% —(6+mn) 2500 +n)
¢ La(d+n) shﬁ% —(0+mn)

7 _((5+n)(a—1) 286 +n) )
T\ Za@+n) (G+n)(B-1)

El polinomio caracteristico de la matrix jacobiana es:
PX)=({+n’l—a—-8)—(a+B8-2)0+n)X + X?

que presenta dos autovalores negativos: \; = (6 +n)(a+  —1) y Ay = —(6 + n). Esto
implica que el equilibrio es un atractor global.

Obs. 1. La velocidad de convergencia esta determinada por el menor de los autovalores en
valor absoluto, esto es, por A\y = (6+n)(a+B—1). Una de las caracteristicas del modelo es
que la velocidad de convergencia es menor que en el modelo de Solow?. Esto implica que el
modelo de Mankiw-Romer-Weil ajusta mejor a los datos empiricos que el modelo de Solow

(ver [5] cap. 1).

Un enfoque alternativo para analizar las propiedades dindmicas del modelo (presentadas
en el trabajo seminal [30]) es introducir una aproximacién log-lineal del sistema 13:

(15)

y sustituir en % — §=ak+ Bh

y=0+n)(a+B-DF-yl= -7

Notar que en este caso la velocidad de convergencia puede ser interpretada como la
velocidad a la que una economia se acerca al equilibrio en el instante ¢, resolviendo esta
ecuacion diferencial el producto se puede escribir como:

y(t) = g(0)eM + (1 — eM)y*

2La velocidad de convergencia que predice el modelo de Solow es: (§ + n)(a — 1)
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y remplazando §* por su valor de equilibrio, §* = ak* + Sh*, se obtiene la siguiente

ecuacién:

log(y(t))—log(y(0)) = —(1—")log(y(0))+(1—e™")

S

B

Sh

yw(

l—a-—

o0+n

l—a—

#w(

Esta ecuacién es la que se utiliza para estimar la velocidad de convergencia en los
estudios empiricos de crecimiento. En particular, para contrastar lo que en la literatura
sobre el crecimiento que se conoce como hipdtesis de convergencia, es decir, existe una
relacion negativa entre la distancia al equilibrio y la velocidad de convergencia.

2.2

de crecimiento de la poblaciéon decreciente

El modelo de Mankiw-Romer-Weil modificado por una tasa

En el modelo anterior, se sustituye la ley de crecimiento de la poblacién L(t) = nL(t) por
una ley L(t) = p(t)L(t) que verifica las siguientes propiedades:

1. L(0) =Ly > 0,L(t) > 0,¥t >0y lim L(t) = Ly.

t—+4o00

Poblacion creciente y acotada.

L(t)
()

2. Sip(t) = 75 entonces: p(t) < 0,Vt >0y . lirJrrl p(t) =0
— 400

La tasa de crecimiento de la poblacion es decreciente y tiende a 0.

Ejemplos de algunas leyes de poblacién que verifican estas propiedades se muestran en

la siguiente tabla 1:

Table 1: Ejemplos de leyes de Poblacién

Ley de Poblacién L(t) p(t)
Logistica [13] é(g) aZLL_ob>L2() a+baLL0(E:Z:71) aj,(g;(léfle)
Verhulst [36] é (g) T:L(LO_>% Loee-?ﬁfji o eﬁﬁﬁ‘z‘;f‘})o
Von Bertalanffy [37] é (g) :(LEZ ; l(;) eriLoo;%ofLoo Loi(fz—:fi)e”

Después de sustituir la ley exponencial por la ecuacién L(t) = p(t)L(t) y repitiendo
los pasos de la subseccion anterior, el sistema dindmico que describe el modelo modificado
puede ser representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de orden 3:

d+n

)



k = spk®(t)hP(t
h = sk (t)hP(t
t) = L(t)p(L(t))

)—(0+p
) — (6 +p(L(t)))h(t) (16)

3  Equilibrio y estabilidad: analisis cualitativo

3.1 El estado estacionario

En esta seccién investigamos el comportamiento dindmico de la solucién del modelo (k(t), h(t), L(t)).

Lema 2. Si se excluye la solucion trivial que se obtiene de considerark =0, h=0y L =0,
se tiene que el modelo admite un unico equilibrio positivo (k*, h*, L*) que verifica:

1
siiﬁsf ] 1—a—p

k= [ -
o [_}ﬂ (17)

Proof. La demostracién es inmediata resolviendo el sistema (15) buscando una solucién
constante. I

Obs. 3. Los valores de k*, h* yy* coinciden von los valores del modelo original de Mankiw-
Romer-Weil cuando n = 0. Esto implica que los valores de equilibrio del modelo modificado
son mayores que los del modelo original, (es decir, si n = 0; ver la ecuacion (14) ) y
los parametros de la la ley poblacion no entran en los determinantes de k*, h* y y*. los
valores en el estado estacionario del capital fisico y capital humano dependen sélo de los
parametros de tecnologia o, f y 0 y de las tasas de ahorro exdgenas, s y sp. FEstd es
una diferencia importante con respecto al modelo original, donde un aumento en la tasa
intrinseca de crecimiento de la poblacion conduce a los leves bajas de estas variables en el
largo plazo. Ademds, ya que en el modelo, el tamano de la poblacion es limitada por la
capacidad de carga L* = Lo, los valores agregados del capital fisico y humano en el largo
plazo son finitos e iguales a K* = L*k* y H* = L*h* respectivamente (donde en el modelo
original de Mankiw-Romer-Weil son infinito).

Proposicién 4. El equilibrio del estado estacionario (k*, h*, L*) es un atractor global.

Proof. A partir del sistema (16) :

o = sk (DR (1) — (5 + p(L())) k(1)
h = spk® (A7 (t) = (9 + p(L(1) (1) (18)
L(t) = L(t)p(L(1))



Para analizar la estabilidad del estado estacionario consideramos la aproximacion lineal
de la funcién M : R?® — R? dada por

M(k,h, L) = (sgk®h” — (6 + p(L)k, spk“h” — (6 + p(L))h, Lp(L))

cerca del punto de equilibrio (k*, h*, L*). La matrix Jacobiana de la aproximacién lineal
esta dada por:
da—1) z—fﬁé k*pl(Loo)
Jy = Z—’;aé (B —1) h*'plLs)
0 0 Leop!(Loo)

El polinomio caracteristico de la matrix es:
R(X) = (Loop/(Loo) = X)((8(a — 1) = X)(6(8 — 1) — X) — aBd%) (19)

El polinomio presenta tres autovalores negativos: Ay = d(a+ 5 —1) <0, \a = —0 <0
¥ A3 = Loop!(Ls) < 0. Implica que el equilibrio es un atractor global. §

4  Transicion dinamica y velocidad de convergencia

El modelo de Mankiw-Romer-Weil es una buena aproximacién del mundo real, demostro
ser mas robusto empiricamente, ajusta mejor a los datos empiricos, que el modelo de Solow,
sin embargo la realidad econémica que describe es incompleta. En el modelo modificado la
dindmica es mas rica.

La dindmica de la transicién en las proximidades del equilibrio de largo plazo (k*, h*, L*)
puede ser cuantificado mediante la linealizacién del sistema (16):

l:c d(a—1) ‘:—]’iﬂé k*p'(Loo) k— k*
h | = 206 5(B—1) hP(Le) h — h*
L 0 0 Loop' (Loo) L— Ly

Sabemos que la matriz que representa este sistema lineal tiene tres autovalores negativos:
/\1:5<04+B—1)<07 /\2:_5<0y)\3:Loop/(Loo)<O

En esta seccién se proporciona una evaluacion cuantitativa de la velocidad de convergen-
cia de la dindmica de transicion. La velocidad depende de los pardmetros de la tecnologia ,
las tasa de ahorro y los parametros de la poblacion y se pueden calcular a partir de la ma-
triz Jys (k*, h*, Lo ). Los autovalores \; y Ay son andlogos a los coeficientes de convergencia
del modelo original cuando la tasa de crecimiento de la poblacion es nula. El autovalor
A3 = Loop'(Lso) corresponde a la velocidad de convergencia de la poblacién a la capacidad
de carga del entorno L. Cada valor propio corresponde a una fuente de convergencia y



cada ruta de transicién estable a la constante estado del sistema toma la forma:

k(t) = k* —+ Clvlleklt + 021)216/\215 + CgvgleLO"(p/(LOO)t
h(t) = h* + 0111126)\1t + 021}226)\2t + 031}32€L00(p/([/00)t (20)
L(t) = Loo + (LO — Loo) 6L00(p/(Loo))t

Donde C4,Cs, C3,v11, V21, V31, V12, V22 v V32 depende de las condiciones iniciales y de los
coeficientes de Jys (k*, h*, L,). Entonces la velocidad de convergencia de capital fisico y
humano depende de los autovalores Ay = §(a + 5 — 1) ¥ Loop'(Loo). Tenga en cuenta que,
al ser la ley de poblacién dada exégenamente, la velocidad de convergencia de la poblacion
solamente depende de L..p'(Ls). De hecho, la transicién depende del mayor autovalor en
valor absoluto. Si |Lep'(Lao)| < |A1], entonces la velocidad de convergencia de L(t) es més
rapida que la de k(t) y h(t) y si |Loop'(Loo)| > |A1] entonces todas las variables convergen
a la velocidad Leop'(Leo)-

Obs. 5. Independientemente de si la velocidad de convergencia es Ay (solo depende del
grado de eficiencia de escala de los factores reproducibles y de la tasa de depreciacion) o As
(solo depende de la ley de poblacion), en ambos casos, es menor que en el modelo original.

Un enfoque alternativo para analizar las propiedades dindmicas del modelo (tal como
se presenta en el articulo seminal [30]), en particular la velocidad de convergencia en este
nuevo marco, es introducir la aproximacién log-lineal del sistema (16):

k= (a—1)6(k —k*) + B6(h = ) = p/(Loc) Loo(L — L)

h=ad(k—k)+(8—1)6h— ") — p'(Loo)Lao(L — L*) (21)
L =p/(Loo)Loo(L = L")

y sustituir en d(lo—i(y) — §=ak+ ph

y=01-a=pB)y—y)— (a+B)p(Le)Lo(L - L7)

Si se resuelve esta ecuacién diferencial (especificando una ley de poblacién), se obtiene
la ecuacién para estimar empiricamente la tasa de convergencia en este nuevo marco.

5 Concluciones

En la teoria del crecimiento econémico se suele suponer que el crecimiento de la poblacion
sigue una ley exponencial. Esto, claramente no es realista porque implica que la poblacion
tiende a infinito cuando el tiempo tiende a infinito. En este estudio una versiéon mejorada
del modelo de crecimiento Mankiw-Romer-Weil se desarrolla mediante la introduccién de
una ley general de poblacion.
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El modelo se presenta como un sistema dindmico de dimensién tres, que es compatible
con un equilibrio tnico distinto del trivial, que es, como en el modelo original, un atractor
global. En los valores de equilibrio del modelo modificadas el producto, el capital fisico y
el capital humano per capita dependeran del grado de eficiencia de escala de los factores
reproducibles (o, 3), de la tasa de depreciacién (§) y de las tasas de ahorro (s, sp), pero
no dependen de los parametros de la poblacién. Ademas sus valores son mayores que el
modelo clésico, sea cual sea la velocidad constante n > 0 de crecimiento de la poblacién

En el equilibrio del modelo cldsico de Mankiw-Romer-Weil, el capital fisico y humano
agregados tienden a infinito de forma poco realista cuando ¢ tiende a el infinito, porque la
poblacién crece hasta el infinito. Esta situacion se mejora en el modelo modificado, donde
los valores agregados de equilibrio del capital fisico y humano tienden a los valores finitos
K*= L k*y H* = L h*.

Por tltimo, el documento muestra que el modelo tiene una velocidad finita de conver-
gencia, que solo depende de los pardametros de la tecnologia y de la tasa de depreciacion o
de la ley de la poblacion, pero no ambos, y, en cualquier caso, es menor que en el modelo
original.

Una investigacion futura puede incluir el modelado de la poblaciéon por una ecuacion
que dependa de otras variables del modelo; es decir, endogeneizar poblacion.

Una segunda linea de investigacién es analizar el modelo modificado en tiempo dis-
creto. Los estudios empiricos basados en el modelo M-R-W suponen implicitamente que
las propiedades dindmicas en tiempo continuo son los mismos que en tiempo discreto, sin
embargo la ecuacién logistica es un ejemplo clasico de que no siempre es asi. Si la dindmica
es diferente en un modelo u otro, las conclusiones y recomendaciones de politica también
seran diferentes.

Una tercer linea de investigacion es incluir la posibilidad de migracién.

Finalmente, una ultima linea de investigacion es el estudio empirico bajo una especifi-
cacion que sigue el modelo modificado.
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