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Resumen

En este trabajo se estudia una extensión del modelo de crecimiento de Mankiw-Romer-
Weil al apartarse del supuesto estándar de la tasa de crecimiento de la población constante.
Más concretamente, se asume que esta tasa es decreciente en el tiempo y se introduce una
ley general de crecimiento de la población que verifica esta caracteŕıstica. Con esta es-
pecificación, el modelo puede ser representado por un sistema dinámico de dimensión tres,
que admite una única solución para cualquier condición inicial. Se muestra que existe un
equilibrio no trivial único que es un atractor global. Además, se caracteriza a la velocidad
de convergencia hacia el estado estacionario, mostrando que en este modelo la velocidad es
inferior a la del modelo original de Mankiw-Romer-Weil.
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1 Introdución

En el modelo desarrollado por Mankiw, Romer y Weil [30]-también conocido como el modelo
de Solow ampliado con capital humano, la fuerza de trabajo (asociado con el tamaño de
la población) crece a una tasa constante n > 0. Este supuesto, normalmente utilizado
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Universidad de la República (Uruguay). Email: gacayssials@gmail.com

1



en los modelos de crecimiento clásicos (Solow [34], Ramsey[33] - Cass[12] -Koopmans [29]
entre otros) implica que la población crece de forma exponencial, es decir, si la población
inicial es P0, la población en el momento t es P (t) = P0e

nt. Suponer que la población crece
exponencialmente implica que no hay ĺımite para el tamaño de la población (la población
tiende a infinito cuando t tiende a infinito). Este supuesto es claramente no es sostenible,
ni se ajusta a los datos emṕıricos de los ultimos cien años [35].

El modelo exponencial se ajusta bien a la dinámica de la población en los peŕıodos
iniciales, pero es incapaz de reflejar la cáıda en la tasa de crecimiento debido a una tasa de
fertilidad inferior. Verhulst[36] muestra que debe haber un ĺımite superior para el tamaño
de una población, llamada capacidad de carga del entorno, un nivel máximo de población
que un ambiente puede soportar hasta que es incapaz de sostener y alimentar la actividad
humana.

Varios expertos (Daily[15], Brown[10]) afirman que la humanidad está cerca de ese ĺımite.
De acuerdo con los datos de Naciones Unidas [35] la tasa de crecimiento de la población
se ha reducido en promedio en los últimos cien años y es cercana al 1%. Por otra parte
las proyecciones para los próximos años es que está tendencia continuará debido a menores
tasas de fertilidad. En resumen, los datos emṕıricos revelan dos hechos estilizados: i) la
población no crece a un tasa constante, y ii) esta tasa disminuye y es cercana a cero.

Maynard [31] propone las siguientes propiedades que caracterizan a una ley de la
población que verifica estos hechos estilizados:

1. La población crece, pero se ve limitada por un tamaño máximo, la capacidad de carga
del entorno P∞:

Ṗ (t) ≥ 0

lim
t→+∞

P (t) = P∞

2. la tasa de crecimiento de la población disminuye a cero, es decir, n(t) = Ṗ (t)
P (t)

disminuye
a cero:

ṅ(t) < 0,∀t y lim
t→+∞

n(t) = 0

La ecuación loǵıstica, la ecuación Verhulst, la ecuación de Richards y la ecuación de Von
Bertalanffy son ejemplos de leyes de la población normalmente utilizados por los demógrafos
y sociólogos que verifican estas propiedades[13].

En este trabajo se analiza el modelo de Mankiw-Romer-Weil modificando la hipótesis de
un crecimiento exponencial mediante la introducción de una ley de la población en general
que safisface las propiedades mencionadas anteriormente. La reformulación de los modelos
clásicos de crecimiento ya ha sido estudiado para el modelo de Solow (usando la ley loǵıstica
[14], [38], usando la ecuación de Richards [6], la ecuación de von Bertalanffy [8], población
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acotada [11], o una ley general de población que verifica las propiedades antes mencionadas
[9] ) y para el modelo de Ramsey (usando la ecuación loǵıstica [4], [16], [18], [21], [26], [27],
[1] o la ecuación de von Bertalanffy law [3], [22], [23], [24], [25], o la ecuación de Richards [2],
[17], o una ley general de población [19], [20],[7] ). En este trabajo se generaliza el análisis
de Guerrini[28], donde el autor modifica el modelo M-R-W mediante la introducción de la
ley loǵıstica de la población.

El modelo propuesto por Mankiw, Romer y Weil en 1992 marca un hito en el resurgimiento
de los modelos neoclásicos de crecimiento en los años 90 y su trabajo es una de las piezas
más influyentes y ampliamente citado en la literatura emṕırica sobre el crecimiento. Al
considerar una definición más amplia de capital, el modelo predice una menor tasa de con-
vergencia1 al equilibrio que la tasa del modelo de Solow. Esto implica que la velocidad
de convergencia es menor, y que el modelo de Mankiw-Romer-Weil ajusta se mejor a los
datos emṕıricos que el modelo original de Solow. Este resultado, junto con la aparición
de modelos de crecimiento endógeno, promovió el desarrollo de una ĺınea de investigación
emṕırica que se centró en la convergencia y la dispersión (σ−convergencia) del producto
per cápita entre los páıses, grupo de páıses o regiones de un mismo páıs. En todas estas
obras el modelo de Mankiw-Romer-Weil es un pilar fundamental. Teniendo en cuenta que
la introducción de una ley alternativa de crecimiento de la población implica cambios en
la velocidad de convergencia al equilibrio, el presente estudio puede ser visto como una
contribución a esta ĺınea de investigación emṕırica.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la sección 2, se presenta el modelo.
Se muestra la existencia y unicidad del equilibrio no trivial y se analiza la estabilidad del
equilibrio, en la sección 3 se presenta el modelo modificado. En la Sección 4 se estudia la
velocidad de convergencia y la dinámica de transición del modelo. Finalmente, en la sección
5 presentan algunas conclusiones.

2 El Modelo

2.1 El Modelo original de Mankiw-Romer-Weil

Comenzamos introduciendo el modelo original Mankiw-Romer-Weil con ley de crecimiento
de la población exponencial y el análisis de las principales propiedades dinámicas del modelo
(ver [30] por una descripción mas detallada del modelo.)

Se considera una economı́a cerrada, con un único sector productivo, que utiliza el cap-
ital f́ısico (K(t)), la fuerza de trabajo (L(t)) y capital humano (H(t), entendido como
capacidades, competencias y habilidades de los trabajadores individuales) como factores de
producción (Y (t)). La economı́a está dotada de una tecnoloǵıa definida por una función de

1o β−convergencia, definida como el tiempo que demora una economı́a en alcanzar el equilibrio
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producción de Cobb-Douglas con rendimientos constantes a escala:

Y (t) = Kα(t)Hβ(t)L1−α−β(t), α, β, α + β ∈ (0, 1)

El cambio en el stock de capital f́ısico K̇ es igual a la inversión bruta Ik = skY (t) menos
la depreciación del capital δK :

K̇ = skY (t)− δK(t) (1)

El cambio en el stock de capital humano Ḣ es igual a la inversión bruta Ih = shY (t)
menos la depreciación del capital δH :

Ḣ = shY (t)− δH(t) (2)

El modelo asume que la población crece a una tasa constante n > 0:{
L̇(t) = nL(t)

L(0) > 0
(3)

En terminos per cápita la función de producción se puede expresar como:

Y (t)

L(t)
=
Kα(t)Hβ(t)L1−α−β(t)

L(t)
=

(
K(t)

L(t)

)α(
H(t)

L(t)

)β
= y(t) (4)

Si definimos a K/L = k como el capital f́ısico por trabajador y a H/L = h como el
capital humano por trabajador. El producto per cápita es:

y(t) = kα(t)hβ(t) (5)

Teniendo en cuenta que:

k̇ =
d(K(t)

L(t)
)

dt
=
K̇L−KL̇

L2
=
K̇

L
− K

L

L̇

L
=
K̇

L
− kn (6)

k̇

k
=
K̇

L

1

(K/L)
− kn

k
=
K̇

K
− n (7)

k̇

k
=
skY (t)− δK(t)

K(t)
− n =

skk
α(t)hβ(t)L(t)

K(t)
− δ − n (8)

se tiene que, la tasa de crecimiento del capital f́ısico por trabajador es:

k̇

k
=
skk

α(t)hβ(t)

(K(t)/L(t))
− δ − n (9)
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k̇

k
=
skk

α(t)hβ(t)

k(t)
− (δ + n) (10)

Aśı, la acumulación de capital f́ısico por trabajador está dada por:

k̇ = skk
α(t)hβ(t)− (δ + n)k(t) (11)

Por un razonamiento similar, se llega a la ecuación que describe la acumulación de
capital humano per cápita:

ḣ = shk
α(t)hβ(t)− (δ + n)h(t) (12)

A continuación, el sistema dinámico de dimensión dos:{
k̇ = skk

α(t)hβ(t)− (δ + n)k(t)

ḣ = shk
α(t)hβ(t)− (δ + n)h(t)

(13)

describe la dinámica del modelo.
El equilibrio no trivial es el punto (k∗, h∗) es tal que:k

∗ =
[
s1−βk sβh
δ+n

] 1
1−α−β

h∗ =
[
s1−αh sαk
δ+n

] 1
1−α−β

(14)

y el producto de equilibrio es:

y∗ = (k∗)α(h∗)β =

[
sk

δ + n

] α
1−α−β

[
sh

δ + n

] β
1−α−β

Luego, los valores de equilibrio de largo plazo del capital (f́ısico y humano) y el producto,
dependen positivamente de las tasas de ahorro (sk, sh) y del grado de eficiencia de escala
de los factores reproducibles (α, β) y negativamente de la tasa de depreciación (δ) y del
crecimiento de la población (n).

Con el fin de analizar la estabilidad del estado estacionario se considera la aproximación
lineal de la función G : R2 → R2 dada por

G(k, h) =
(
skk

αhβ − (δ + n)k, shk
αhβ − (δ + n)h)

)
Que brinda la aproximación de primer orden del modelo como:(

k̇

ḣ

)
= G(k, h)
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La dinámica de la transición al equilibrio (k∗, h∗) puede ser cuantificada a travez de la
linealización del sistema:(

k̇

ḣ

)
= G(k∗, h∗) + JG

(
k − k∗
h− h∗

)
= JG

(
k − k∗
h− h∗

)
donde JG es la matrix jacobiana de G evaluada en el equilibrio.

JG =

(
skα

(δ+n)
sk
− (δ + n) sk

sh
β(δ + n)

sh
sk
α(δ + n) shβ

(δ+n)
sh
− (δ + n)

)

JG =

(
(δ + n)(α− 1) sk

sh
β(δ + n)

sh
sk
α(δ + n) (δ + n)(β − 1)

)
El polinomio caracteŕıstico de la matrix jacobiana es:

P (X) = (δ + n)2(1− α− β)− (α + β − 2)(δ + n)X +X2

que presenta dos autovalores negativos: λ1 = (δ + n)(α + β − 1) y λ2 = −(δ + n). Esto
implica que el equilibrio es un atractor global.

Obs. 1. La velocidad de convergencia esta determinada por el menor de los autovalores en
valor absoluto, esto es, por λ1 = (δ+n)(α+β−1). Una de las caracteŕısticas del modelo es
que la velocidad de convergencia es menor que en el modelo de Solow2. Esto implica que el
modelo de Mankiw-Romer-Weil ajusta mejor a los datos emṕıricos que el modelo de Solow
(ver [5] cap. 1).

Un enfoque alternativo para analizar las propiedades dinámicas del modelo (presentadas
en el trabajo seminal [30]) es introducir una aproximación log-lineal del sistema 13:{

˙̄k = (δ + n)
[
(α− 1)(k̄ − k̄∗) + β(h̄− h̄∗)

]
˙̄h = (δ + n)

[
α(k̄ − k̄∗) + (β − 1)(h̄− h̄∗)

] (15)

y sustituir en d(log(y)
dt

= ˙̄y = α ˙̄k + β ˙̄h

˙̄y = (δ + n)(α + β − 1) [ȳ − ȳ∗] = λ1 [ȳ − ȳ∗]

Notar que en este caso la velocidad de convergencia puede ser interpretada como la
velocidad a la que una economı́a se acerca al equilibrio en el instante t, resolviendo esta
ecuación diferencial el producto se puede escribir como:

ȳ(t) = ȳ(0)eλ1t + (1− eλ1t)ȳ∗

2La velocidad de convergencia que predice el modelo de Solow es: (δ + n)(α− 1)
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y remplazando ȳ∗ por su valor de equilibrio, ȳ∗ = αk̄∗ + βh̄∗, se obtiene la siguiente
ecuación:

log(y(t))−log(y(0)) = −(1−eλ1t)log(y(0))+(1−eλ1t)
[

α

1− α− β
log(

sk
δ + n

) +
β

1− α− β
log(

sh
δ + n

)

]
Esta ecuación es la que se utiliza para estimar la velocidad de convergencia en los

estudios emṕıricos de crecimiento. En particular, para contrastar lo que en la literatura
sobre el crecimiento que se conoce como hipótesis de convergencia, es decir, existe una
relación negativa entre la distancia al equilibrio y la velocidad de convergencia.

2.2 El modelo de Mankiw-Romer-Weil modificado por una tasa
de crecimiento de la población decreciente

En el modelo anterior, se sustituye la ley de crecimiento de la población L̇(t) = nL(t) por
una ley L̇(t) = p(t)L(t) que verifica las siguientes propiedades:

1. L(0) = L0 > 0, L̇(t) ≥ 0,∀t ≥ 0 y lim
t−→+∞

L(t) = L∞.

Población creciente y acotada.

2. Si p(t) = L̇(t)
L(t)

entonces: ṗ(t) < 0, ∀t ≥ 0 y lim
t−→+∞

p(t) = 0

La tasa de crecimiento de la población es decreciente y tiende a 0.

Ejemplos de algunas leyes de población que verifican estas propiedades se muestran en
la siguiente tabla 1:

Table 1: Ejemplos de leyes de Población

Ley de Población L(t) p(t)

Loǵıstica [13]
L̇ = aL− bL2

L(0) = L0 > 0
aL0eat

a+bL0(eat−1)
a(a−bL0)

a−bL0(eat−1)

Verhulst [36]
L̇ = rL(1− L

L∞
)

L(0) = L0 > 0
L0L∞ert

L0ert+L∞−L0

r(L∞−L0)
ert+L∞−L0

Von Bertalanffy [37]
L̇ = r(L∞ − L)
L(0) = L0 > 0

ertL∞+L0−L∞
ert

r(L∞−L0)
L0−L∞+L∞ert

Después de sustituir la ley exponencial por la ecuación L̇(t) = p(t)L(t) y repitiendo
los pasos de la subsección anterior, el sistema dinámico que describe el modelo modificado
puede ser representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de orden 3:
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
k̇ = skk

α(t)hβ(t)− (δ + p(L(t)))k(t)

ḣ = shk
α(t)hβ(t)− (δ + p(L(t)))h(t)

L̇(t) = L(t)p(L(t))

(16)

3 Equilibrio y estabilidad: análisis cualitativo

3.1 El estado estacionario

En esta sección investigamos el comportamiento dinámico de la solución del modelo (k(t), h(t), L(t)).

Lema 2. Si se excluye la solución trivial que se obtiene de considerar k = 0, h = 0 y L = 0,
se tiene que el modelo admite un único equilibrio positivo (k∗, h∗, L∗) que verifica:

k∗ =
[
s1−βk sβh

δ

] 1
1−α−β

h∗ =
[
s1−αh sαk

δ

] 1
1−α−β

L∗ = L∞

(17)

Proof. La demostración es inmediata resolviendo el sistema (15) buscando una solución
constante.

Obs. 3. Los valores de k∗, h∗ y y∗ coinciden von los valores del modelo original de Mankiw-
Romer-Weil cuando n = 0. Esto implica que los valores de equilibrio del modelo modificado
son mayores que los del modelo original, (es decir, si n = 0; ver la ecuación (14) ) y
los parámetros de la la ley población no entran en los determinantes de k∗, h∗ y y∗. los
valores en el estado estacionario del capital f́ısico y capital humano dependen sólo de los
parámetros de tecnoloǵıa α, β y δ y de las tasas de ahorro exógenas, sk y sh. Está es
una diferencia importante con respecto al modelo original, donde un aumento en la tasa
intŕınseca de crecimiento de la población conduce a los leves bajas de estas variables en el
largo plazo. Además, ya que en el modelo, el tamaño de la población es limitada por la
capacidad de carga L∗ = L∞, los valores agregados del capital f́ısico y humano en el largo
plazo son finitos e iguales a K∗ = L∗k∗ y H∗ = L∗h∗ respectivamente (donde en el modelo
original de Mankiw-Romer-Weil son infinito).

Proposición 4. El equilibrio del estado estacionario (k∗, h∗, L∗) es un atractor global.

Proof. A partir del sistema (16) :
k̇ = skk

α(t)hβ(t)− (δ + p(L(t)))k(t)

ḣ = shk
α(t)hβ(t)− (δ + p(L(t)))h(t)

L̇(t) = L(t)p(L(t))

(18)
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Para analizar la estabilidad del estado estacionario consideramos la aproximación lineal
de la función M : R3 → R3 dada por

M(k, h, L) =
(
skk

αhβ − (δ + p(L)k, shk
αhβ − (δ + p(L))h, Lp(L)

)
cerca del punto de equilibrio (k∗, h∗, L∗). La matrix Jacobiana de la aproximación lineal

está dada por:

JM =

 δ(α− 1) sk
sh
βδ k∗p′(L∞)

sh
sk
αδ δ(β − 1) h∗p′(L∞)

0 0 L∞p′(L∞)


El polinomio caracteŕıstico de la matrix es:

R(X) = (L∞p′(L∞)−X)((δ(α− 1)−X)(δ(β − 1)−X)− αβδ2) (19)

El polinomio presenta tres autovalores negativos: λ1 = δ(α + β − 1) < 0, λ2 = −δ < 0
y λ3 = L∞p′(L∞) < 0. Implica que el equilibrio es un atractor global.

4 Transición dinámica y velocidad de convergencia

El modelo de Mankiw-Romer-Weil es una buena aproximación del mundo real, demostró
ser más robusto emṕıricamente, ajusta mejor a los datos emṕıricos, que el modelo de Solow,
sin embargo la realidad económica que describe es incompleta. En el modelo modificado la
dinámica es mas rica.

La dinámica de la transición en las proximidades del equilibrio de largo plazo (k∗, h∗, L∗)
puede ser cuantificado mediante la linealización del sistema (16): k̇

ḣ

L̇

 =

 δ(α− 1) sk
sh
βδ k∗p′(L∞)

sh
sk
αδ δ(β − 1) h∗p′(L∞)

0 0 L∞p
′(L∞)

 k − k∗
h− h∗
L− L∞


Sabemos que la matriz que representa este sistema lineal tiene tres autovalores negativos:
λ1 = δ(α + β − 1) < 0, λ2 = −δ < 0 y λ3 = L∞p

′
(L∞) < 0 .

En esta sección se proporciona una evaluación cuantitativa de la velocidad de convergen-
cia de la dinámica de transición. La velocidad depende de los parámetros de la tecnoloǵıa ,
las tasa de ahorro y los parámetros de la población y se pueden calcular a partir de la ma-
triz JM (k∗, h∗, L∞). Los autovalores λ1 y λ2 son análogos a los coeficientes de convergencia
del modelo original cuando la tasa de crecimiento de la población es nula. El autovalor
λ3 = L∞p

′(L∞) corresponde a la velocidad de convergencia de la población a la capacidad
de carga del entorno L∞. Cada valor propio corresponde a una fuente de convergencia y

9



cada ruta de transición estable a la constante estado del sistema toma la forma:
k(t) = k∗ + C1v11e

λ1t + C2v21e
λ2t + C3v31e

L∞(p′(L∞)t

h(t) = h∗ + C1v12e
λ1t + C2v22e

λ2t + C3v32e
L∞(p′(L∞)t

L(t) = L∞ + (L0 − L∞) eL∞(p′(L∞))t

(20)

Donde C1, C2, C3, v11, v21, v31, v12, v22 y v32 depende de las condiciones iniciales y de los
coeficientes de JM (k∗, h∗, L∞). Entonces la velocidad de convergencia de capital f́ısico y
humano depende de los autovalores λ1 = δ(α + β − 1) y L∞p

′(L∞). Tenga en cuenta que,
al ser la ley de población dada exógenamente, la velocidad de convergencia de la población
solamente depende de L∞p

′(L∞). De hecho, la transición depende del mayor autovalor en
valor absoluto. Si |L∞p′(L∞)| < |λ1|, entonces la velocidad de convergencia de L(t) es más
rápida que la de k(t) y h(t) y si |L∞p′(L∞)| > |λ1| entonces todas las variables convergen
a la velocidad L∞p

′(L∞).

Obs. 5. Independientemente de si la velocidad de convergencia es λ1 (sólo depende del
grado de eficiencia de escala de los factores reproducibles y de la tasa de depreciación) o λ3
(sólo depende de la ley de población), en ambos casos, es menor que en el modelo original.

Un enfoque alternativo para analizar las propiedades dinámicas del modelo (tal como
se presenta en el art́ıculo seminal [30]), en particular la velocidad de convergencia en este
nuevo marco, es introducir la aproximación log-lineal del sistema (16):

˙̄k = (α− 1)δ(k̄ − k̄∗) + βδ(h̄− h̄∗)− p′(L∞)L∞(L̄− L̄∗)
˙̄h = αδ(k̄ − k̄∗) + (β − 1)δ(h̄− h̄∗)− p′(L∞)L∞(L̄− L̄∗)
˙̄L = p′(L∞)L∞(L̄− L̄∗)

(21)

y sustituir en d(log(y)
dt

= ˙̄y = α ˙̄k + β ˙̄h

˙̄y = δ(1− α− β)(ȳ − ȳ∗)− (α + β)p′(L∞)L∞(L̄− L̄∗)

Si se resuelve esta ecuación diferencial (especificando una ley de población), se obtiene
la ecuación para estimar emṕıricamente la tasa de convergencia en este nuevo marco.

5 Concluciones

En la teoŕıa del crecimiento económico se suele suponer que el crecimiento de la población
sigue una ley exponencial. Esto, claramente no es realista porque implica que la población
tiende a infinito cuando el tiempo tiende a infinito. En este estudio una versión mejorada
del modelo de crecimiento Mankiw-Romer-Weil se desarrolla mediante la introducción de
una ley general de población.

10



El modelo se presenta como un sistema dinámico de dimensión tres, que es compatible
con un equilibrio único distinto del trivial, que es, como en el modelo original, un atractor
global. En los valores de equilibrio del modelo modificadas el producto, el capital f́ısico y
el capital humano per cápita dependerán del grado de eficiencia de escala de los factores
reproducibles (α, β), de la tasa de depreciación (δ) y de las tasas de ahorro (sk, sh), pero
no dependen de los parámetros de la población. Además sus valores son mayores que el
modelo clásico, sea cual sea la velocidad constante n > 0 de crecimiento de la población

En el equilibrio del modelo clásico de Mankiw-Romer-Weil, el capital f́ısico y humano
agregados tienden a infinito de forma poco realista cuando t tiende a el infinito, porque la
población crece hasta el infinito. Esta situación se mejora en el modelo modificado, donde
los valores agregados de equilibrio del capital f́ısico y humano tienden a los valores finitos
K∗ = L∞k

∗ y H∗ = L∞h
∗.

Por último, el documento muestra que el modelo tiene una velocidad finita de conver-
gencia, que sólo depende de los parámetros de la tecnoloǵıa y de la tasa de depreciación o
de la ley de la población, pero no ambos, y, en cualquier caso, es menor que en el modelo
original.

Una investigación futura puede incluir el modelado de la población por una ecuación
que dependa de otras variables del modelo; es decir, endogeneizar población.

Una segunda ĺınea de investigación es analizar el modelo modificado en tiempo dis-
creto. Los estudios emṕıricos basados en el modelo M-R-W suponen impĺıcitamente que
las propiedades dinámicas en tiempo continuo son los mismos que en tiempo discreto, sin
embargo la ecuación loǵıstica es un ejemplo clásico de que no siempre es aśı. Si la dinámica
es diferente en un modelo u otro, las conclusiones y recomendaciones de poĺıtica también
serán diferentes.

Una tercer ĺınea de investigación es incluir la posibilidad de migración.
Finalmente, una última ĺınea de investigación es el estudio emṕırico bajo una especifi-

cación que sigue el modelo modificado.
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